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Abstrak

Model epidemi SIR (Susceptible-Infected-Recovered) telah diterapkan secara luas untuk
simulasi penyebaran penyakit menular. Makalah ini menyajikan skema numeris metode Runge-
Kutta orde empat dan metode Adams-Bashforth-Moulton untuk menyelesaikan model SIR. Lebih
lanjut, makalah ini menyajikan penyelesaian model SIR yang dihasilkan dengan simulasi
komputer. Hasil simulasi atas kedua metode tersebut memberikan rata-rata nilai mutlak selisih
yang sangat kecil. Dengan demikian, skema numeris dan hasil simulasi dalam makalah ini dapat
dipercaya kebenarannya. Dalam melakukan simulasi penyebaran penyakit menular, penggunaan
dua metode yang berbeda disarankan agar hasil simulasi diyakini benar.

Kata kunci: model epidemi SIR; metode Runge-Kutta orde empat; metode Adams-Bashforth-
Moulton; simulasi numeris; penyebaran penyakit

Abstract

SIR epidemic model has been used extensively to simulate the spread of contagious
disease. This paper provides the numerical scheme of the fourth order Runge-Kutta method and
that of Adams-Bashforth-Moulton method for solving the SIR model. Furthermore, this paper
provides solutions to the SIR model produced from computer simulations. Simulation results gives
very small average numbers of the averages of absolute values of differences between the two
solutions of the two methods. Therefore, the numerical schemes and simulation results in this
paper can be trusted true. In doing simulations of the spread of contagious disease, the use of
two different methods is suggested, so that simulation results are trusted to be true.

Keywords: SIR epidemic model; fourth order Runge-Kutta method; Adams-Bashforth-Moulton
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1. Pendahuluan

Pemodelan matematika telah berperan penting dalam kehidupan manusia [1]. Banyak
masalah terkait bidang ilmu lain yang dapat diselesaikan menggunakan model matematika,
misalnya masalah terkait fisika [2,3], biologi [4,5], dan komputasi [6-9]. Ketika masalah nyata
dinyatakan ke dalam model matematika, model tersebut perlu diselesaikan sehingga
penyelesaian model matematika menjadi pendekatan atas penyelesaian masalah nyata. Di tahun
2020-2021, salah satu masalah nyata yang menjadi perhatian masyarakat dunia adalah
penyebaran penyakit COVID-19 [4].

Salah satu contoh model matematika yang dapat diterapkan dalam simulasi penyebaran
COVID-19 adalah model epidemi SIR (Susceptible-Infected-Recovered). Model epidemi SIR
telah banyak diterapkan untuk memprediksi pola perilaku penyakit menyebar pada manusia
terhadap waktu dalam suatu daerah [10,11]. Model SIR juga tersedia dalam bentuk modifikasi
yang disesuaikan dengan keadaan yang akan disimulasikan [12]. Model SIR secara umum belum
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mempunyai penyelesaian eksak dalam bentuk fungsi eksplisit terhadap waktu. Oleh sebab itu,
model SIR biasa diselesaikan secara numeris.

Dua metode yang akurat yang bisa digunakan untuk menyelesaikan model SIR adalah
metode Runge-Kutta orde empat dan metode Adams-Bashforth-Moulton. Metode Runge-Kutta
dan variasinya telah berhasil diterapkan dalam berbagai literatur [13-16]. Lebih lanjut, metode
Adams-Bashforth-Moulton juga popular dalam berbagai masalah lain [17-21]. Karena banyaknya
ketertarikan sejumlah peneliti pada kedua metode tersebut, makalah ini menggunakan metode
Runge-Kutta orde empat dan metode Adams-Bashforth-Moulton untuk menyelesaikan model
epidemi SIR.

Model epidemi SIR yang dibahas dalam makalah ini adalah sistem persamaan diferensial
biasa orde satu nonlinear berikut ini:

ds
== —psi, (1)
dl
— = fSI—al, @
dR
a =al. ©)

Dalam model ini, @ adalah notasi nilai laju penyembuhan, g mewakili nilai laju penyebaran
penyakit, S melambangkan populasi rentan terhadap penyakit, I mewakili populasi terinfeksi
COVID-19, dan R adalah notasi populasi yang sembuh.

Makalah ini menawarkan dua kontribusi. Kontribusi pertama adalah sajian skema numeris
Runge-Kutta orde empat dan skema numeris Adams-Bashforth-Moulton untuk menyelesaikan
model epidemi SIR (1)-(3). Kontribusi kedua adalah hasil simulasi dan diskusinya.

2. Metode Penelitian

Dalam bagian ini disajikan dua metode penelitian yang diterapkan. Perlu diperhatikan bahwa
penelitian ini bersifat studi numeris dan simulatif. Metode penelitiannya berupa metode numeris
untuk simulasi. Metode yang pertama adalah metode Runge-Kutta orde empat. Metode yang
kedua adalah metode Adams-Bashforth-Moulton.

Dengan memperhatikan nilai awalan masing-masing populasi S,, I,, dan R,, metode Runge-
Kutta orde empat untuk menyelesaikan model SIR (1)-(3) adalah:

! @)
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dengan h adalah langkah waktu, dan i adalah indeks iterasi, serta:
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ksg = h(“ (Il- + %kz,)) (15)

kas = h(=B(S; + kss)U; + k3p)), (16)
kar = h(ﬁ(Si +kss) (i + k3p) —a(l; + k31)): ()
kg = h(a(li + k3,)). (18)

Metode Adams-Bashforth-Moultons adalah metode banyak langkah, yang terdiri atas
predictor dan corrector. Diperhatikan bahwa h adalah langkah waktu, berikut ini adalah predictor
dan corrector tersebut.

Predictor
SO = 54+ 2 (S5(=BSuly) = 5O(=BSi-rli1) + 37(—BSi_sli_s) — H—BSi_s1;_s)) (19)
i+1 — Yl 24 ili i—14i—-1 i—24i-2 i-3%i-3/)»
h
Iy =1+ 57 (55(BSili — ali) = 59(BSi-ili-a — aliy) + 37(BSi2li-z — i) 20)
- 9(ﬁSi_3Ifil_3 —al;_3)),
RO =R + o7 (55(al;) — 59(al;_q) + 37(ali_,) — 9(al;_3)), (21)
Corrector
h
SO =5 + % (9(—r5i‘j’)1 19) +19(=rS;I)) = 5(=rSi_1]i1) + (—rSi_ZIl-_z)), (22)
h
1D =+ o7 (9(rsl.(f)1 1), — aIf) + 19(rS;1; — al) = 5(rS;_11;_y — al;_y) 3
+ (rSi—2li2 — 0-’11‘—2))’
h
RY =R, + 73 (9(a1§f)1) +19(al;) - 5(aliy) + (ali—y)). (24)

3. Hasil dan Pembahasan

Bagian ini berisi hasil simulasi berdasarkan skema numeris metode Runge-Kutta orde empat
dan skema numeris metode Adams-Bashforth-Moulton. Diskusi perbedaan hasil penyelesaian
juga disajikan. Simulasi numeris dikerjakan menggunakan Personal Computer (laptop) dengan
perangkat lunak MATLAB.

3.1. Hasil Simulasi Metode Runge-Kutta Orde Empat

Untuk simulasi numeris, diperlukan nilai awal dan nilai parameter. Tabel 1 memberikan nilai-
nilai tersebut guna simulasi dengan metode Runge-Kutta orde empat. Satuan waktu yang
digunakan adalah hari.

Tabel 1. Parameter dan nilai awal untuk metode Runge-Kutta orde empat

Parameter Nilai kondisi awal
B 2,9236 x 10°
a 0,0164
h 1
So 4331
I, 1
R, 0
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Metode Runge-Kutta orde empat
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Gambar 1. Grafik perilaku penyebaran penyakit dengan metode Runge-Kutta orde empat

Gambar 1 memberikan perilaku penyebaran penyakit dengan model SIR menggunakan
metode Runge-Kutta orde empat. Dari hasil ini besarnya S, yaitu populasi yang rentan terhadap
penyakit, menurun seiring dengan waktu. Populasi I, yaitu populasi yang terinfeksi penyakit,
mengalami kenaikan hingga suatu waktu tertentu dan selanjutnya turun seiring dengan waktu.
Yang terakhir adalah populasi R, yaitu populasi yang sembuh dari sakit; populasi ini mengalami
kenaikan secara perlahan di awal waktu, selanjutnya naik secara drastis, dan menjelang akhir
periode, populasi ini naik secara perlahan yang bersesuaian dengan populasi S dan I yang turun
secara asimtotis menuju nol.

3.2. Hasil Simulasi Metode Adams-Bashforth-Moultons

Seperti halnya simulasi pada metode Runge-Kutta orde empat, simulasi pada metode
Adams-Bashforth-Moulton juga memerlukan nilai awal dan nilai parameter. Dalam metode
Adams-Bashforth-Moulton ini diperlukan lebih banyak nilai awal karena sifatnya yang merupakan
metode banyak langkah. Nilai-nilai awal dan parameter untuk metode Adams-Bashforth-Moulton
didaftar dalam Tabel 2. Nilai-nilai S; hingga R; dalam Tabel 2 diperoleh menggunakan metode
Runge-Kutta orde empat; iterasi selanjutnya baru digunakan metode Adams-Bashforth-Moulton.

Tabel 2. Parameter dan nilai awal untuk metode Adams-Bashforth-Moulton

Parameter Nilai
B 2,9236 x 1075
a 0,0164
h 1
So 4331
I, 1
R, 0
S 4330,8661
L 1,11652
R, 0,01734
S, 4330,7167
I, 1,24662
R, 0,0367
S, 4330,5498
I3 1,39186
R, 0,05831
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Metode Adams-Bashforth-Moulton
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Gambar 2. Grafik perilaku penyebaran penyakit dengan metode Adams-Bashforth-Moulton

Hasil simulasi penyebaran penyakit dengan model SIR menggunakan metode Adams-
Bashforth-Moulton ditunjukkan dalam Gambar 2. Hasil ini mirip dengan pola penyebaran hasil
dari metode Runge-Kutta orde empat. Perilakunya pun juga sama.

3.3. Selisih antara Nilai Penyelesaian Kedua Metode

Dari Gambar 1 dan Gambar 2, tampak bahwa pola penyelesaian metode Runge-Kutta orde
empat dan metode Adams-Bashforth-Moulton adalah sama. Untuk memastikan bahwa kedua
metode benar-benar mempunyai perilaku yang sama, perlu dihitung secara kuantitatif rata-rata
selisih nilai mutlak antara kedua penyelesaian. Hasil perhitungan menunjukkan bahwa rata-rata
selisih nilai mutlak kedua penyelesaian adalah 0,00615 untuk variabel S; 0,00628 untuk variabel
I; dan 0,1769 untuk variabel R. Ketiga nilai ini cukup kecil dibandingkan total populasi yang
sebesar 4.332 individu. Dengan demikian, kedua penyelesaian yang dihasilkan oleh kedua
metode tersebut disebut konsisten perilakunya satu sama lain.

4. Kesimpulan

Dua kontribusi telah disajikan dalam makalah ini. Kontribusi pertama adalah penyajian
skema numeris metode Runge-Kutta orde empat dan skema numeris Adams-Bashforth-Moulton
untuk menyelesaikan model epidemi SIR. Kontribusi kedua adalah hasil simulasi dan diskusinya
atas kedua metode tersebut untuk penyebaran penyakit dengan bantuan komputer. Hasil
penelitian dalam makalah ini menunjukkan bahwa selisih antara penyelesaian metode Runge-
Kutta orde empat dan penyelesaian metode Adams-Bashforth-Moulton sangatlah kecil. Dalam
simulasi penyebaran penyakit, sangat disarankan agar digunakan beberapa metode yang
berbeda (setidaknya dua metode berbeda) sehingga hasil simulasi diyakini benar.
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